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摘 要: 近些年来，超多目标优化逐渐成为多目标优化研究的热点之一；由于超多目标优化问题具有难以寻优
的高维目标空间，其研究颇有挑战性，因而受到广泛关注。现有综述性文献通常只是针对某个特定方面，缺乏

系统性考察。有鉴于此，本文首先从问题定义出发，综合考虑超多目标优化问题范畴，进行超多目标优化问题

的概念辨析。其次，通过对近些年的相关文献整理，系统分析超多目标优化问题进展并对其中部分经典方法加

以介绍。通过对基准测试函数和性能指标的说明，围绕超多目标优化研究方法展开综合性论述。进而选取5个

典型的超多目标进化算法，在2组基准测试函数和4个实际问题上分别展开仿真实验，通过性能指标和非参数检

验对不同类别的算法进行理论上的分析。最后，在明确超多目标优化研究领域的若干前沿问题的基础上，对今

后的研究工作进行展望。
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Abstract: In recent years, many-objective optimization has gradually become one of the research hotspots of multi-
objective optimization. Due to the high-dimensional objective space is difficult to optimize, the research on many-
objective optimization problems (MaOPs) is quite challenging and has received extensive attention. The existing surveys
usually only focuses on a specific aspect and lacks systematic investigation. Therefore, this paper firstly starts from
the problem definition, considers the category of MaOPs, and makes the concept analysis of MaOPs. Secondly, the
progress of MaOPs is systematically analyzed and some classical methods are introduced by collating the relevant works
in recent years. Through the explanation of benchmark functions and performance indicators, the research method of
many-objective optimization is comprehensively discussed. Then, five typical many-objective evolutionary algorithms
(MaOEAs) are selected. The simulation experiments are carried out on two groups of benchmark functions and four
practical problems. The different algorithms are analyzed theoretically by performance indicators and nonparametric
tests. Finally, the future research work is prospected based on identifying some frontier problems in many-objective
optimization.
Keywords: many-objective optimization；high-dimension multi-objective；many-objective application；evolutionary
algorithm；performance indicator

0 引 言

近些年来，一类需要同时优化多个冲突目标的

多目标优化问题得到学者们的广泛关注。随着研

究展开，又逐渐地转向了对更加复杂的超多目标

优化问题的研究，部分学者也对相关工作进行了

一些整理和分析。最早在2008年， Ishibuchi等 [1]就

超多目标优化的工作进行整理。通过实验论证了

超多目标优化问题由高维目标可伸缩性带来的困
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难，并介绍了一些在目标可伸缩性上的改进算法。

Li等 [2]对比8种具有代表性意义的算法，通过多种指

标在几组连续和组合优化问题上进行综合分析。田

野等 [3]对超多目标优化相关工作展开分析，介绍超

多目标优化的背景和意义，并对算法进行分类，同

时采用实验的方式在测试函数集对几类方法进行性

能比较和分析。刘建昌等 [4]针对高维问题选择压力

衰减方面进行论述，并分析各种算法的优缺点。除

一般超多目标优化问题外，还有工作 [5]从真实问题

中的多模态角度出发，展开多模态多目标优化问题

综述，给出问题背景定义以及问题难点，同时介绍

相关算法。刘若辰等 [6]从动态问题角度出发，叙述

一类目标函数、约束和参数等随时间发生变化的动

态多目标优化问题的理论背景、发展概况和应用。

Afshari等 [7]结合实际应用环境，对实际应用中的约

束多目标优化问题展开综述，给出问题和约束的定

义，并对相关算法进行比较。

上述研究对当时背景下的阶段性工作展开整理

和分析，对超多目标优化领域的发展起到一定促进

作用。通过阅读综述，读者能够快速了解相关研

究领域的基础知识和前沿内容。但这些工作通常只

针对某一固定方向，没有考虑整个超多目标优化领

域。对大规模、多模态等优化问题，当涉及超过3维

的目标空间时也属于超多目标优化的范畴，同样

需要考虑高维目标空间的处理技术。从问题角度出

发，在具有高维目标空间的一般超多目标优化问题

基础上，有些问题还拥有大规模、多模态、动态、

约束等特点。例如大规模超多目标优化问题，不仅

需要处理高维目标空间中解集收敛性和多样性平衡

问题，还需要考虑高维决策空间中解的有效搜索问

题。从算法角度出发，还有基于偏好或者代理模型

等策略的算法用以应对不同的问题，需要进行更详

细的整理和综合分析。随时间发展，又有很多优秀

的工作和亟待解决的问题难点被提出。因此，本文

将从这些角度出发，继续在前人工作的基础上，综

合整理超多目标优化领域当前研究进展，并进一步

提炼出前沿问题和研究展望。

1 超多目标优化问题概念辨析

本节将从优化问题的背景展开，叙述现实世界

优化问题的求解难点，进而引出多目标和超多目标

优化问题的概念，分析超多目标优化问题的难以保

持收敛性和多样性的原因。最后，对一般超多目标

优化问题和其他超多目标优化问题的定义和特点展

开详细分析。

1.1 超多目标优化问题背景

现实世界中的优化问题常呈现出非凸、多模

态、大规模、高约束、多目标及大量的不确定性的

特点。在问题建模时需要考虑这些因素才能够进行

更好的仿真，以便于更精准的求解实际问题。

图 1 优化问题划分

随研究不断推进，当前优化领域的研究方向也

逐步由单目标优化转向了多目标优化。如图1所示，

传统的单目标优化研究的重点是处理局部最优、不

确定性、约束以及离散解等因素。在当前研究背景

下这些因素已能够得到较好的解决，常见方法有进

化算法、单纯形法、群体智能等 [8,9]。就真实问题而

言，很多问题会涉及多个相互冲突且需同时优化目

标函数，因此这类问题则无法通过传统的单目标优

化算法实现对所有目标的寻优。多目标优化问题的

解不是单一的最优解，而是一组Pareto解集。通过有

限数量的解集在Pareto前沿上模拟出收敛性良好且

均匀分布的解是求解多目标优化问题的主要目标，

图2给出了多目标优化问题的求解过程。通常得到

这组解集后，会通过专业领域内的专家根据先验知

识或偏好选取其中一部分解。

图 2 多目标优化问题求解方向

多目标优化的研究内容中不仅存在传统单目标

中局部最优、离散等难点，还需要考虑多个相互冲

突的优化目标。多目标优化问题的一个重要分支是

超多目标优化问题（具有高于3维的目标空间，又称

高维多目标优化问题），这也带来新的困难。在2维

和3维的目标空间可以实现直观的可视化，给问题

的求解带来便利性，可解释性强。而当目标数量超

过3个，便无法在可视化空间中给出直观解释。常用
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于解决多目标优化问题的方案往往在超多目标优化

问题上不能表现出良好的性能。例如基于非支配排

序的算法，当目标数增加时，解集中的非支配解的

数量也随之呈指数增长。当目标个数达到一定数量

后，几乎所有解都是非支配解，导致这种算法在选

择压力上的失效。因此，求解超多目标优化问题还

需进一步考虑高维目标空间中的有效策略。

1.2 一般超多目标优化问题

多目标优化问题的求解目标是得到一组在收敛

性和多样性上保持均衡的非支配解集。现有算法在

解决多目标优化问题上已经小有建树。部分算法能

够在一些经典测试函数集 [10–12]的低维实例上得到一

组平衡收敛性和多样性的解集。为方便叙述，这里

给出一般多目标优化问题的数学表达式：

minimizeF (x) = {f1(x), f2(x), . . . , fM (x)}

subject to x ∈ X ⊆ RM
(1)

其中， F (x)为目标向量，M表示目标数量，X表示

决策空间。求解超多目标优化问题依然需要得到一

个良好平衡收敛性和多样性的最优解集，但因高维

目标空间严重的目标冲突更难处理。在多目标和超

多目标优化中，存在如下定义：

定义1 Pareto支配 [1]：对一个最小化问题，

取决策空间X中的两个解向量x1和x2，当且仅

当fi(x1) ≤ fi(x2)对每个i = 1, 2,…, M都成立，同时

满足 fj(x1) < fj(x2)对至少一个j = 1, 2,…, M成立。

称为f(x1)Pareto支配f(x2)，符号表示为F (x1) ≻
F (x2)。

定义2 Pareto集 [1]：当且仅当不存在x ∈ X满

足F (x1) ≻ F (x∗)，称x∗ ∈ X为Pareto最优点，所

有Pareto最优点的集合称为Pareto集（Pareto set，

PS）。

定义3 Pareto前沿 [1]：对PS中所有的Pareto最

优点x∗，称F (x∗)为Pareto最优解，所有Pareto最优

解的集合为Pareto前沿(Pareto front，PF)。

多目标优化算法中常采用非支配排序和精

英策略来促进解收敛到Pareto前沿上， 如NAGA-

II [13]和SPEA2 [14]等。非支配排序过程以Pareto支配

关系为基础，将所有候选解进行分层处理再逐层

进行选择。但超多目标优化问题拥有超过3维的目

标空间，导致非支配解的比例随目标数量呈指数增

长 [15]。这种特点使算法对收敛性的选择压力降低，

对收敛速度和精度带来较大影响。有研究 [1,16]表

明，当目标数量大于12时，非支配解的比例几乎达

到100%。因此，有工作 [17]通过低维问题中的策略

推导高维目标空间计算公式用于求解超多目标优化

问题。此外，不同问题Pareto前沿的形状和密度也

有较大差异，对平衡收敛性和多样性带来很大挑战，

这些内容将在第2节中重点介绍。

1.3 其他超多目标优化问题

除一般超多目标优化问题外，在多目标优化领

域还存在一些其他类型的问题，如大规模多目标优

化、约束多目标优化、区间多目标优化、昂贵多目

标优化等。当这些问题的目标数量大于3时，同样也

是超多目标优化问题。此类问题除了要考虑高维目

标空间中收敛性与多样性的平衡，还需对特殊难点

进行处理，下面进行详细介绍。

1.3.1 大规模超多目标优化问题

一般将决策变量维度大于100的多目标优化问

题称为大规模多目标优化问题 [18]，而当目标数量超

过3时称为大规模超多目标优化问题。大规模超多

目标优化问题在数学形式上与公式（1）保持一致，

区别在于决策变量维度的大小。这类问题的难点在

于如何在高维决策空间中进行有效的搜索。随着决

策变量数量的增加，算法由于不能很好的搜索决策

空间而导致性能下降。例如，通过交叉和突变算子

对解突变时，由于决策变量的维数较大，交叉和突

变后产生好解的概率也会降低。

目前，一些学者展开了对大规模多目标和超多

目标优化问题的研究，这方面工作大多对决策变量

进行特殊处理。最近的一项研究提到，当前对高维

决策空间的处理方法主要分为以下三类 [19]：

(1) 基于决策变量分组 （decision variable

grouping）， 包括随机分组 （随机 [20,21]和动态随

机 [22]分组）、差分分组 [23,24]和变量分析（控制变

量分析 [25]、变量聚类 [26]和鲁棒性导向的变量划

分 [27,28]）；

(2) 基于决策空间降维 （decision space

reduction），包括问题转化（问题转化 [29]、问题重

构 [30]和线性组合 [31]）和降维（随机嵌入 [32]、主成

分分析 [33]和无监督神经网络 [34]）；

(3) 特定的新搜索策略（novel search strategy），

包括新算子（均匀交叉 [35]、信息反馈模型 [36,37]等）

和概率模型（高斯过程 [38]、协方差矩阵自适应进化

策略 [39]和生成对抗网络 [40]等）。

1.3.2 约束超多目标优化问题

各类约束条件在真实优化问题中普遍存在，不

同约束条件的限制对算法求解过程带来不同的挑

战。约束通常包含且不限于决策空间上下限、等
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式和不等式约束等，约束条件直接导致可行域范围

变窄。在无约束的时表现较好的解可能因不满足约

束而淘汰，不可行解的修正也需要额外消耗评估资

源 [41]。因此，处理约束超多目标优化问题需要使用

较好的约束处理策略以保证解的有效性。通常来说，

约束超多目标优化问题可通过下式来表示 [42]：

minimizeF (x) = {f1(x), f2(x), . . . , fM (x)}

subject to gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , q

hj(x) = 0, j = 1, . . . , p

(2)

其中，F (x)为目标向量，gi(x)表示第i个不等式约

束，hj(x)表示第j个等式约束，p和q分别表示不等

式约束和等式约束的数量。通常处理不等式约束极

为困难，一般取一个极小值σ > 0将不等式约束转化

为等式约束，如下式所示 [42]。

hj(x)
′ ≡ σ − |hj(x)| ≥ 0 (3)

在约束超多目标优化中，Pareto支配的概念与

无约束问题基本一致，区别在决策空间X中的取值

仅限于满足约束的部分决策向量。另外，除不等式

约束向等式约束的转化外，常见的约束处理方法以

罚函数为主，即建立合适的惩罚函数，对不满足约

束的解给予一定惩罚，使其适应度值增大，在选择

时不作为好个体被选中。例如基于分解的算法中基

于惩罚的边界交叉法，也使用了罚函数的思想。但

罚函数处理约束存在着缺陷，会使这些算法陷入两

种停滞状态 [43]：

(1) 多目标优化问题的可行域可能由多个不相连

的可行子域组成， 搜索容易陷入不包含所有全

局Pareto最优解的可行子区域；

(2) 一个整体约束违逆函数可能有许多非零最小点，

这会使搜索陷入不可行域。

为解决这两个问题，该工作 [43]提出一种检测逃

逸策略检测搜索是否陷入这两个停滞状态，然后逃

离。并采用可行比和整体约束违反变化率来检测停

滞状态，调整约束违反的权重来引导搜索脱离停滞

状态。总体来看，由于约束的限制，在演化时保留

可行解与平衡收敛性和多样性之间可能存在较大的

冲突。部分偏好于收敛性和多样性的解因不满足约

束而无法保留至下一代，造成解集在收敛性和多样

性的缺失。为了保持在约束条件下的收敛性和多样

性的平衡，在可行域和不可行域的同时搜索是一项

有意义的工作。除罚函数法外，约束处理技术还包

括特殊表示与操作、修复法、可行性驱动、约束和

目标分离法、集成的约束处理方法等 [44]。

1.3.3 区间超多目标优化问题

上述优化问题的定义中，目标函数是确定的。

但真实系统的模型往往在不了解的情况下模拟出

来，这种情况下目标值具有高度不确定性，样本分

布未知。这种不确定性为区间表示的多目标优化时，

称为区间多目标优化问题，通常具有随机、模糊、

区间等特点 [45]。当问题的目标数量大于3时称为区

间超多目标优化问题 [46]，数学表示如下：

minimizeF (x) = {f1 (x, c1) . . . fM (x, cM )}

subject to x ∈ X

ci = (ci1, . . . , cin)
T
, cik = [cik, c̄ik] , k = 1 . . . n

(4)

其 中， ci是 独 立 于 决 策 变 量x 的 区 间 向 量

参 数， cik是ci的 第k 个 元 素。 对 于X 中 的 任

意 两 个 解x1和x2， 第i个 目 标 函 数 分 别 表 示

为fi(x1, ci)和fi(x2, ci)。Limbourg等[47]对两个区间

偏序关系定义如下：

定义4 偏序关系>IN
[47]：对两个区间y和y′，

偏序关系 y >IN y′的定义为：

y >IN y′ ⇔ y ≥ y′ ∧ ȳ ≥ ȳ′ ∧ y ̸= y′ (5)

定义5 非精确Pareto关系>I P
[47]：在多个目标

维度中，由Pareto支配关系拓展出的非精确Pareto关

系y >I P y′，满足下式：

y >IP y′ ⇔
∀i ∈ 1, . . . , n : yi >IN y′i ∨ yi∥y′i

∃i ∈ 1, . . . , n : yi >IN y′i
(6)

定义6 区间优化下的超体积 [47]：为模拟区间

多目标优化问题的Pareto最优解，超体积的定义如

下：其中，xref表示参考点，∧表示Lebesgue测度，

H(X)为最好和最坏情况的区间范围。

H(X) = [H(X), H(X)]

= ∧

(⋃
x∈X

{y ∈ Rn | xref <IP y <IP x}

)
(7)

midH(X) =
H(X) +H(X)

2
(8)

其中， xref表示参考点， ∧表示Lebesgue测度，

H(X)为最好和最坏情况的区间范围。

定义7 由最终解集X得到的超体积之和 [45]：为

模拟区间多目标优化问题的Pareto最优解，超体积

之和的定义如下：

I(X) =
∑
x∈X

m∑
i=1

(fi(x, ci)− fi(x, ci)) (9)

对一个Pareto最优解集，使得I(X)越小表示解集的

不确定性越小，这些定义通常应用于区间多目标和

区间超多目标优化算法对解集进行评价。区间超多

目标优化问题除传统意义上在高维目标上平衡收敛
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性与多样性这一目标外，还增加不确定性区间问题

的处理，因此更具复杂的求解难度。

1.3.4 多模态超多目标优化问题

多模态优化问题广泛的存在现实应用中，是

指具有多个最优解并对应多个决策变量的一类

问题。 当其拓展到多目标优化时即为多模态多

目标优化问题， 这类问题的Pareto前沿对应多

个Pareto集。多模态多目标优化问题的不仅要搜索

到在Pareto前沿上均匀分布的解集，同时还需要找

到所有的Pareto集 [48]。潜在优势是能够为决策者提

供更多的候选解供选择，在实际应用中可以提高对

解选择的灵活性。

图3给出2目标多模态多目标优化问题目标空间

与决策空间对应关系。假设目标空间给出Pareto前

沿上的5个解。 以a和b为例， a对应决策空间中

的xa1和xa2，b对应决策空间中的xb1、xb2和xb3。如

果决策者针对目标空间的a和b展开对解的选择时，

应给出a和b对应的所有解向量为最佳。从决策空间

可以看出，xa1和xa2在x1和x2这2个维度上的侧重不

同，xb1、xb2和xb3也具有相似的特点。在这种背景

下，决策者能够更好的根据自己的偏好选择解向

量。在实际问题中，多模态的情况可能更为复杂，

因此对这类问题的研究能够更好的兼顾到所有解。

图 3 多模态多目标优化问题目标空间与决策空间关系

与其他超多目标优化问题相似，当这类问题的

目标数大于3时，问题转变为多模态超多目标优化

问题，在高维目标空间均衡收敛性和多样性的困难

也随之浮现。求解这类问题常用到小生境技术，如

适应度共享和拥挤度等，与超多目标优化技术的有

效结合是解决这类问题的前景方法之一。当前部分

工作在多模态超多目标优化中有了一定的建树，例

如MM-NAEMO [48]和NIMMO [49]等。

1.3.5 昂贵超多目标优化问题

对真实优化问题，往往通过有效建模构造出目

标函数进行仿真。进化算法也正是因其优化速度快

和精度高而被广泛使用。处理优化问题的常规方法

首先是根据问题特性选择合适的算法，然后再根据

约束等设计特殊的问题处理策略，正如图4右侧所

示。但这种方式存在着一个隐含的假设，即函数

评估是非常廉价的，通常表现为通过简单的仿真函

数计算就可以得到目标值。但是很多优化过程的目

标评估是非常昂贵的，主要表现在金钱和时间上的

高额消耗。例如，在农用拖拉机进气通风系统设

计 [50]中，为保持舱内温度的均匀和挡风玻璃的解

冻，需要设计多个进出风口的管道参数以保证合适

的流量使温度均匀分布。该问题需要用到计算昂贵

的CFD模拟和实时在线的函数评估，使得算法必须

在函数评估阶段阻塞。因此，研究者们使用基于代

理模型处理高代价的昂贵超多目标优化问题 [51–53]。

由于代理模型管理过程需要处理一些仿真数据，所

以又称为数据驱动的进化优化算法。

图 4 数据驱动进化优化过程

如图4左侧所示，处理昂贵多目标和超多目标

优化问题，常采用机器学习方式生成代理模型预

测昂贵优化问题的最优解。这类算法首先将历史

数据、决策变量、目标以及约束等进行预处理。

然后对不同特点的数据，采用数据挖掘或模型训

练的方式生成代理模型。当前大多数机器学习模

型都可用于生成代理模型，例如多项式回归 [54]，

Kriging模型 [55,56]，人工神经网络 [57–59]，径向基函数

网络 [60–63]等。

2 超多目标优化研究现状分析

2.1 超多目标优化文献统计分析

本节从超多目标优化的研究现状的入手，对

现有研究进行总结， 对不同类别的策略进行综

述。 本节工作在Google Scholar和中国知网上统

计从2000年1月到2022年10月期间发表的相关文献。

其中英文文献以“many-objective optimization”进

行检索，中文文献以“超多目标优化”或“高维

多目标优化”为检索条件，并将检索结果中的有效

文献进行归纳整理，共计1060篇相关文献，其中包

含965篇英文文献和95篇中文文献，下面对这些工

作展开论述。

首先，本文对1060篇相关文献的发表年份进行

统计。如图5所示，除2003年有一篇文献外，2000年
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到2004年之间并没有相关文献发表。 而2005年

至2021年是相关文献发表的爆发期，共有944篇相

关文献在这期间发表，而2022年目前已有115篇相

关文献发表。从论文数的增长上看，虽然增长率不

成规律，但总体呈现上升趋势。这种增量在2011年

有稍微下降的势头，但在2020年和2021年达到顶峰，

分别有147和145篇相关文献在这两年发表的。从这

些数据中可以看出，超多目标优化问题已经逐渐成

为研究热点。超多目标优化算法不仅应该找到一条

合适的进化方向，还需要在不连续的、缺失的和

退化的等复杂Pareto前沿上具有保持多样性的能力。

基于此，本节将在这些数据的基础上重点整理和分

析超多目标优化算法的发展现状。

图 5 超多目标优化文献各年份发表数量统计（a）中文
文献统计；（b）英文文献统计

图 6 中文文献分类及用途整理

图 7 英文文献分类及用途整理

除了对发表文献数量的统计，本节还对各种算

法的分类和用途进行统计，以饼状图的形式呈现在

图6和图7中。本节主要列举和分析基于Pareto支配

或改进Pareto支配、指标、分解、参考点、协同进

化、代理模型、学习、偏好和目标约简这9种典型的

策略，饼状图中的“综述”部分为相关文献综述。

由于中文文献中没有基于参考点、偏好和目标约简

的算法，因此未在图6中统计。此外，“其它”表示

除上述9种算法的其它类型。最后，图6和图7的子图

（b）分别给出相关文献的用途。其中，“理论分析”

指文献中提出了一种新的算法、改进策略或新策略，

然后在基准测试函数上进行算法的性能测试。“应

用研究”是指将现有算法直接应用于实际应用模

型以解决真实优化问题。“理论分析+应用”是指改

进现有算法或针对性提出新算法，以处理真实优化

问题。从2个饼状图也可以看出，大部分现有研究

是在基准测试函数上验证算法性能。其中，理论

分析在中文文献中占比接近60%，应用研究的文献

比例比英文文献的稍多一些，分别占比41%和32%。

由于中文文献数量相对较少，表1统计了英文文献

中应用研究占当年发表文献总数的数据， 2000年

至2013年由于文献数量少被整合在一起。表中数据

显示，随研究展开，应用研究呈现逐年增长的趋势，

从2020年开始超过平均值32.02%。可以看出应用研

究是超多目标优化领域发展的重要趋势，有助于理

论性算法研究落地于实践。

表 1 英文文献中各年份应用研究占比

年份 应用研究文献数 文献总数 占比

2000-2013 27 125 21.60%
2014 9 48 18.75%
2015 21 59 35.59%
2016 20 73 27.40%
2017 29 90 32.22%
2018 26 97 26.80%
2019 32 114 28.07%
2020 50 124 40.32%
2021 54 126 42.86%
2022 41 109 37.61%
合计 309 965 32.02%

由图6（a）可知，中文文献使用较多的还是传

统的三类策略，分别是基于Pareto支配、指标和分

解策略。这三者所占比重为42%，接近总文献数量

的一半。而基于学习、代理模型和协同进化三种策

略仅占到7%，只与基于指标的文献数量近似。图7

（a）中英文文献相较于中文文献有些不同，三类传

统策略所占比重明显下降，仅占到33%。基于学习、

代理模型和协同进化三种策略所占比重增加到9%。

同时，基于参考点、偏好和目标约简的算法明显增
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多，占比19%。出现这种情况的原因可能如下：1、

中文文献的应用研究更多，部分研究可能更看重部

分主要目标，因此传统的三大策略相对有效。另外，

基于指标和分解的算法受目标数量影响较小，尤其

是基于分解的算法在Pareto前沿比较规则的问题上

具有较好的性能。2、中英文文献中都进行了一定比

例的应用研究，真实问题的Pareto前沿往往未知且

不规则，所以需要其他的有效策略保证收敛性和多

样性平衡。3、中文文献数量较少，仅与2014年发表

的英文文献数量相当，因此也可能对结果分析带来

影响。接下来，将重点讨论使用较多的这9类策略，

分析每一类算法的特点。

2.2 超多目标优化的三类经典方法

基于Pareto支配的算法主要依赖非支配排序

和多样性保持策略， 经典算法为NSGA-II [13]。

但NSGA-II的缺点会随着目标数量的增加放大，解

集中非支配解的数量随着目标数量呈指数上升 [15]。

此时起主要作用的部分是多样性保持策略。因此，

NSGA-II在处理超多目标优化问题时具有随着目

标数量增多而性能下降的缺点。为解决这个问题，

NSGA-III [64,65]采用参考点来增加选择压力和解集多

样性。除这种增加参考点引导的方式外，还有一些

工作通过构建新指标或构造策略改进Pareto支配关

系来提高算法在超多目标优化问题上的性能，如ϵ支

配 [66,67]、模糊支配 [68,69]、非支配区域收缩方法 [70]和

近似非支配排序方法 [71]等。

基于指标的算法在进化搜索中基于一种预定

义的指标，理想状态下，更好的指标值应伴随着

解集收敛性和多样性上的提升。例如，HypE [72]采

用超体积（hypervolume， HV） [73,74]作为评价指

标，优化过程使整个解集保持更大的HV值。但精

确的HV值计算非常耗时，所以常采用蒙特卡罗模

拟来近似精确的HV值，以便于权衡估算的准确性

和有限的计算资源。此外，IBEA [75]采用Iε+指标促

进收敛性提升。该指标描述的是最优解集中的解

支配Pareto前沿上的解所需要平移的最小距离，即

让最优解集中的解到Pareto前沿所需的最小距离。

IBEA通过Iε+指标引导解集收敛到Pareto前沿上，使

解集保持良好的收敛性。近些年来，基于指标的

算法得到不错的发展并取得一定的成就。例如CEC

2018超多目标优化竞赛的冠军算法CVEA3 [76]是基

于互评价指标（mutual evaluation，ME）的超多目标

优化算法。基于指标的算法受到目标数量影响较小，

优点在于收敛速度快。但是指标的设计往往又不能

很好的适配所有问题的特点，尤其是真实问题具有

较为复杂的Pareto前沿，使基于指标的算法经常会

收敛到Pareto前沿的某个或某几个子区域。目前，用

于描述解集收敛性或多样性特征的评价指标已有多

种，例如R2指标 [77,78]和HV [73,74]等。3.2节将会详细

介绍指标定义，本节不再赘述。

基于分解的算法采用分解思想将一个多目标优

化问题分解为多个标量子问题进行同时优化。原始

算法MOEA/D [79]中采用权重和、切比雪夫以及基于

惩罚的边界交叉法三种分解方法。三种分解方法在

不同问题上的性能不同，如权重和法在非凸问题不

能很好的发挥作用 [79]。这类算法的性能主要受分

解方法的限制，部分研究提出动态分解 [80]、自适

应权重等方法 [81,82]用以解决相关劣势。Liu等 [83]采

用协同进化处理分解后的每个子问题，每个子问

题都拥有独立的解集和计算资源。同时，还利用

一种自适应区域调整策略的思想来平衡收敛性和多

样性 [83]。此外，一些算法将MOEA/D与其它优化思

想相结合。例如，有工作 [84]将MOEA/D与DE算子相

结合来增加MOEA/D处理多目标优化问题的能力。

有研究 [85]通过MOEA/D与Pareto支配关系相结合以

增强收敛性，提高了基本MOEA/D的性能。此外，

Tanabe等 [86]采用无界外部存档（unbounded external

archive，UEA）对MOEA/D的控制参数进行实验，

验证该算法可有效提高MOEA/D的性能。最后，有

工作 [87]将MOEA/D与协方差矩阵自适应进化策略

相结合提出MOEA/D-CMAES算法，通过限制子问

题的子代解集大小节省计算成本，并采用适应度

继承和信息共享两个指标来防止早熟收敛。另外，

Asafuddoula等 [88]提出的I-DBEA算法系统采样出均

匀分布的参考点，利用两个独立的距离度量来平衡

收敛性和多样性，并用抢占式距离进行解关联。

通过对传统的三种策略的介绍，能够了解到传

统的3类超多目标优化算法在解决超多目标优化问

题上各具特色，具体见表2。

基于Pareto的算法在目标数较多的时候，非支

配排序对解的选择压力变低，导致拥挤度距离成为

主要的选择准则。这决定了基于Pareto的算法特点：

收敛速度慢，但解集的多样性好。基于指标的算法

通常计算耗时少，但单一的指标可能会导致最终的

解集只收敛到该指标所偏好的一个或多个Pareto前

沿上的子区域，尤其是具有复杂Pareto前沿的问题。

所以，基于指标的算法的特点为：收敛速度快，但

解在目标空间的分布较差。基于分解的算法性能主
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表 2 三类传统算法优缺点比较

优点 缺点

基于Pareto的算法 1. 当目标较少时，算法性能较好；
2. 解集的多样性较好。

1. 随着目标数量的增加，算法对解收敛的
选择压力会降低；
2. 收敛速度慢。

基于指标的算法

1. 收敛速度快；
2. 采用单一指标选择方案，便于理
解和操作；
3. 时间成本相对较小，算法具有较
高的效率。

1. 得到的最优解集的多样性一般比较差；
2. 每个指标只关注一个收敛优势，对于某些
问题性能较差。

基于分解的算法

1. 处理具有规则和分布均匀Pareto
前沿问题效果较好；
2. 合理采用分解方法可以更好地处
理各种类型的问题（如利用权重和
法处理凸问题）。

1. 不能很好地解决Pareto前沿不均匀的问题；
2. 权重向量的产生方式比较单一。当问题比
较复杂时，统一生成的权重向量不能很好地
引导解收敛于整个Pareto前沿。

要取决于三个关键因素 [88]：参考点生成方法、平衡

收敛性和多样性的方案以及将解关联到参考方向的

方法。使用单纯形法 [89]生成均匀分布的参考点在处

理能力上存在限制。另外，3种分解方法在不同类型

的问题上效果也不同。因此，基于分解的算法的特

点为：处理具有规则和分布均匀Pareto前沿的问题

上性能不错，但是灵活性较差。

2.3 超多目标优化的其他常用方法

除上述的三类典型方法外，还有其它几类常用

方法在处理超多目标优化方面表现出较好的效果，

下面对这些方法进行介绍。

基 于 参 考 向 量 的 算 法 大 多 数 也 是 采

用Das和Dennis的单纯形法 [89]生成一组均匀分布的

参考点，然后引导种群中的个体收敛到Pareto前沿。

Cheng等 [90]提出一种基于参考向量的超多目标优化

算法，利用角度惩罚距离来平衡高维空间中的收

敛性和多样性。同时也将参考向量与用户偏好相

结合，以整个Pareto前沿的重要子区域为首要目标

进行演化。Liu等 [91]采用改进的k均值聚类法从种群

中抽取参考向量，提出一种自引导的参考向量策

略。同时，还有部分工作对参考点的生成方式展开

讨论。Rojas等 [92]将参考点的生成方式中的均匀设

计（uniform design，UD）和单纯形设计（simplex

lattice design，SLD）在超多目标优化环境下进行对

比，并提出一种结合多层和均匀设计的单纯形参考

点生成策略。Deb等 [93]讨论生成参考点的多种方式，

并在高维目标空间中分析这些方法生成均匀分布点

的能力。基于参考点的方法问题在于不能较好的处

理不规则Pareto前沿，且部分参考点生成方式高度

结构化，不能很好地适应复杂Pareto前沿。

基于协同进化的算法通常采用多个子种群协

同的方式，各个子种群独自进化的同时又通过信

息交互提高整体的收敛性与多样性。Fabre等 [94]专

注于并行遗传算法，采用部分隔离的子种群进行

同时进化，并与有效的排序相结合提高在超多目

标优化问题上的搜索性能。Jiao等 [95]将方向向量引

导到子种群划分中，通过子种群的协同演化相互

作用促进收敛，最后再讨论欠缺探索区域以实现

整体均匀分布。除这种以子种群协同促进进化的

方式外，Li等 [96]提出一种双准则进化（bi-criterion

evolution，BCE）方法，采用两个基于不同进化准

则的种群进行协同进化。BCE利用大量的信息交互

使基于Pareto和非Pareto方法的优势进行互补，并采

用种群维护和个体探索算子均衡收敛性和多样性。

基于偏好算法通常认为超多目标优化问题虽然

各目标间相互冲突，但是对决策者（decision maker，

DM）并不是同等优先级。例如在能源问题中，决策

者可能更关注于能量损耗和成本这些重要的目标，

对其他目标的关注度较小。因此，基于偏好的算法

往往会采用偏好向量等方法，改变算法的收敛方向，

仅朝着决策者更加看重的方向进化。Wang等 [97]研

究决策者偏好与候选解之间的共同进化，引入偏

好启发协同进化算法。Gong等 [98]通过决策者的偏

好将目标函数转化为期望函数，采用超体积和期

望满足度作为2个新目标函数进行优化，以得到满

足决策者偏好的Pareto前沿子集。Yu等 [99]对比基于

偏好和参考点的算法异同，提出一种融合偏好和参

考点的新方法，将膝点区域知识应用于参考点以保

证准确和多样性的解集。另外，通常决策中的偏好

都与真实问题中的重要目标绑定。如Cheng等 [100]将

一种偏好表达方法引入到3种经典算法MOEA/D、
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NSGA-III和RVEA中，并在7目标混动电车控制器设

计问题上验证算法对偏好解的识别能力。

基于学习的算法一般通过一些机器学习方法

加强种群的收敛性和多样性的均衡， 这些方法

主要包括强化学习、贝叶斯学习和集成学习等。

Zhang等 [101]将基于知识的表示和NSGA-III相结合，

用于搜索决策空间中Pareto最优模式。Ma等 [102]将

强化学习与参考向量方法结合，将参考向量的适

应过程视为一个强化学习任务，从环境反馈中进

行学习，并将算法应用到一个工业铜配料问题的

求解。除直接加强演化过程外，还有部分工作将

机器学习方法应用于算子以加强对有效解的搜索。

Sagawa等 [103]提出一种结合智能变量选择方法的机

器学习来增强重组算子，基于变量在目标空间排序

的重要程度收敛到Pareto前沿。Mittal等 [104]根据优

化器在连续几代获得非支配解的时间序列存在显著

模式为基，使用机器学习模型协助后代解朝着有用

方向发展。

目标约简一般通过一定分析手段对目标进行降

维，保留冲突较为严重的目标进行优化。也有部

分算法直接采用目标转化的方式，通过指标等形

式将原始目标转化为少量目标，采用多目标优化

思想对新的问题进行优化。Liu等 [105]提出一种基于

分解和超平面拟合的目标降维方法，以处理非线

性Pareto前沿。Li等 [106]利用具有非负稀疏系数的超

平面来粗略逼近PF的结构，并提出2种目标约简方

法。Cheung等 [107]提出一种针对超多目标优化问题

的目标提取方法，将简化后的目标表述为原目标的

线性组合，使简化后的目标之间冲突最大化。此外，

还有部分研究工作将目标进行转化，将高维问题转

化为低维问题。Wang等 [108]将多目标优化问题转化

为双目标优化问题，通过权重向量更有效地评价个

体之间的支配关系，进而增加选择压力。同时引入

双准则演化，更好地平衡Pareto最优解的收敛性和

多样性。Liu等 [109]通过两个收敛性和多样性指标将

高维目标空间转化为低维目标空间，然后提出一种

基于聚类的顺序选择策略在变换后的多目标空间中

指导进化搜索过程。但这类算法的问题在于降维后

新问题的Pareto前沿是否发生变化，改变幅度以及

产生的影响未知，需要进行详细分析。

基于代理模型的算法针对真实世界中的昂贵优

化问题设计。针对优化过程中是否允许进化算法主

动生成新数据可分为不同的两类 [110]：第一类是离

线优化方法，即优化过程中不会有新的数据主动产

生。第二类是在线优化方法，即可以为代理模型

的管理提供额外的数据。对于离线优化算法，代

理模型的管理策略依赖于给定可用数据的质量和数

量，大致可分为三类：1、质量不理想的数据：不

完整、不平衡甚至有噪声的数据；2、大数据：数

据量大，构建代理模型的计算成本增加；3、小数

据：数据量验证不足，使模型的训练不充分。针

对离线优化方法的三种问题，通常可采用数据预处

理 [90]，数据挖掘 [111]或合成数据生成 [112]（synthetic

data generation）的方式处理。由于离线优化算法也

可用于在线方法，因此在线优化算法主要考虑的是

优化期间的代理管理策略。一次迭代中新产生的数

据可能不由算法进行控制，在这种情况下，及时捕

捉其中的信息指导优化过程能够有效保证算法的精

度。因此有基于个体 [57,113]和基于代 [114]的两种代理

管理策略。基于代的策略通过代来调整新数据生成

的采样频率，而基于个体的策略则选择在每代中对

部分个体进行采样。

除这9种典型方法外，一些其他类型的算法

分类在图6和图7的“其他”中。这些算法的形式

多样化，往往根据问题的特性对算法进行特殊设

计 [64,65,85,115–118]。还有部分研究如机器学习辅助决

策制定 [119]、高维空间Pareto前沿可视化 [120,121]、区

间优化处理技术 [122]、约束处理技术 [123–129]等也对

领域的发展起到促进作用，都是必不可少的一环。

3 超多目标优化研究方法

3.1 基准测试函数

3.1.1 测试函数设计原则和经典测试函数集

早期研究以多目标优化问题为主，设计的测试

函数大多采用几个相互冲突目标函数同时寻优的方

法。例如经典的Schaffer（SCH） [130]测试函数采用

两个最小化单目标函数，表示如下：

f1(x) = x2

f2(x) = (x− 2)2

 (10)

这种方式设计出来的多目标测试函数不够灵

活，目标数量以及问题性质都是固定的。因此，在

当时的背景下设计出一组包含各种特点的多目标

测试问题集是一项有意义的工作。通常设计多目

标测试函数涉及三种不同的基本函数 [18]：分布函

数f、距离函数g和形状函数h。首先，分布函数f能

够改变Pareto前沿的分布情况，例如可以让Pareto前

沿上各处点的密度不同。分布函数f的作用是测试

算法在Pareto前沿保持多样性的能力。距离函数g决

定问题在目标空间中的搜索范围，控制目标空间上
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下界。距离函数g的作用是测试算法收敛到Pareto前

沿的能力。最后，形状函数h定义Pareto前沿的形

状。不同Pareto前沿的形状使问题变得更复杂，从

而导致算法的优化性能变差。例如MOEA/D中的权

重和法在凸面的情况下性能好，但非凸的时不能获

得所有的Pareto最优解。通过3个基本函数的有效结

合，能使一组测试函数集具备不同特性。接下来

以DTLZ2为例，详细介绍多目标测试函数的设计原

则。DTLZ2的数学表示如公式（11）所示：

min f1(x) = (1 + g(xM ))cos(x1π/2) . . .

cos(xM−2π/2)cos(xM−1π/2)

min f2(x) = (1 + g(xM ))cos(x1π/2) . . .

cos(xM−2π/2)sin(xM−1π/2)

min f3(x) = (1 + g(xM ))cos(x1π/2) . . .

cos(xM−3π/2)sin(xM−2π/2)

...

min fM−1(x) = (1 + g(xM ))cos(x1π/2)

sin(x2π/2)

min fM−1(x) = (1 + g(xM ))sin(x1π/2)

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, . . . , D,

g(xM ) =
∑

xi∈XM

(xi − 0.5)2



(11)

其中，g(xM )为距离函数g，1 + g(xM )的作用是使

搜索范围处在目标空间中大于1的范围。每个目标

函数的后半部分是形状函数h，此处为球体参数

方程在M维目标空间的推广。因此，该形状函数

使Pareto前沿的形状为空间中的超球体。由于决策

空间中的每一维xi的范围限制在区间[0,1]内，所

以3目标DTLZ2的Pareto前沿形状为第一象限内的

八分之一球面。另外，DTLZ2的Pareto前沿在空间

中分布均匀，这是由分布函数f控制。因为分布函

数f取为常数函数1，所以在公式中并没体现。通

常设计多目标优化函数集时为模拟真实情况会考

虑多峰、多模态、可分性等方面特性，因此同一

组问题一般具有不同特点，如ZDT [131]和UF [132]等。

Zitzler等 [131]在2000年时提出ZDT测试函数集包

含6个问题（ZDT1-6），每个问题都具有不同的性

质，能够在不同角度检验算法的性能。

ZDT测试函数集解决了性质固定问题，但目标

数量固定为2。部分研究中需要一些3目标甚至超多

目标问题检验算法性能，虽然能按照之前的方法设

计出超多目标优化问题，但不够灵活，当改变目标

数量时又需要增加新的目标函数。设计出一组能够

动态扩展目标数的测试函数集成为当时亟待解决的

问题，因此相继提出了DTLZ [10]和WFG [11,12]等。

除目标数外，决策变量也是一项可扩展属性。

近些年来，大规模优化在多目标领域也渐渐成为

研究的热点。基于此， Cheng等 [18]在2017年专门

针对大规模多目标优化提出LSMOP测试函数集。

LSMOP除可变目标数外，还涵盖大规模优化特点。

这些目标可扩展测试函数集中每个问题都具有不同

特点，每组中各问题的性质变化将在3.1.2和3.1.3节

中详细介绍。

3.1.2 超多目标优化测试函数

为了更好的验证算法性能，测试问题集中的必

须包含多种角度的复杂特点，可通过改变3个基本

函数实现。例如DTLZ [10]，WFG [11,12]等，能够保证

目标数量的可扩展性，测试算法在不同情形下的性

能表现。接下来，将介绍这些在超多目标优化领域

经典的测试函数集。

首先， 使用较多的是Deb等 [10]在2005年提

出的DTLZ测试函数集， 包含9个具有不同特点

的测试函数。 DTLZ2是这组问题的基础， 具有

均匀分布的Pareto前沿。 DTLZ1和DTLZ3-7都是

在DTLZ2的基础上， 改变分布函数使问题特点

发生变化。 DTLZ8是通过表面约束法由多个超

立方体拼接实现。 DTLZ9相当于Pareto密度不均

匀的DTLZ5。 其中， DTLZ1和DTLZ3存在局部

的Pareto前沿，可用来验证算法逃离局部最优的

能力。DTLZ4的Pareto前沿分布不均匀（目标空间

不同位置解的密度不同），可用来验证算法保持

多样性的能力。DTLZ5和DTLZ6具有缺失（退化）

的Pareto前沿，且DTLZ6比DTLZ5更难收敛，可用

来验证算法在退化Pareto前沿上保持收敛性和多

样性的能力。DTLZ7的Pareto前沿是不连续的，包

含2M−1个子Pareto前沿，这可以用来测试算法在多

个子区域内保持解的能力。DTLZ8和DTLZ9是两个

具有约束的测试函数。图8给出DTLZ测试函数集

上DTLZ1、 DTLZ2、 DTLZ5和DTLZ7的Pareto前沿

形状，可以看出各问题存在不同的求解难点。
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表 3 WFG测试函数集各问题的特点

问题 目标范围 Pareto前沿 偏差 形态 可分性
WFG1 f1:M convex, mixed polynomial, falt unimodal separable
WFG2 f1:M−1 convex, disconnected - unimodal non-separable

fM convex, disconnected multiimodal non-separable
WFG3 f1:M linear,degenerate - multimodal non-separable
WFG4 f1:M concave - unimodal separable
WFG5 f1:M concave - deceptive separable
WFG6 f1:M concave - unimodal non-separable
WFG7 f1:M concave parameter, dependent unimodal separable
WFG8 f1:M concave parameter, dependent unimodal non-separable
WFG9 f1:M concave parameter, dependent mixed non-separable

表 4 LSMOP测试函数集各问题的特点

问题 Pareto前沿 Pareto集 形态 可分性
LSMOP1 linear linear VL unimodal fully
LSMOP2 linear linear VL mixed partially
LSMOP3 linear linear VL multimodal mixed
LSMOP4 linear linear VL mixed mixed
LSMOP5 convex nonlinear VL unimodal fully
LSMOP6 convex nonlinear VL mixed partially
LSMOP7 convex nonlinear VL multimodal mixed
LSMOP8 convex nonlinear VL mixed mixed
LSMOP9 disconnected nonlinear VL mixed fully

*VL表示变量间的联系(variable linkages)

图 8 DTLZ测试问题集中典型的Pareto前沿（3目
标）；（a）DTLZ1；（b）DTLZ2；（c）DTLZ5；（d）

DTLZ7

Huband等 [11,12]提出的WFG测试函数集是另一

组目标可扩展的测试函数集，带来更多新特性。

表3给出WFG中每个问题的特点，例如存在参数

间依赖（dependent）和多项式关系（polynomial）

等。 Pareto前沿有单模态 （unimodal）、 多模态

（multimodal） 以及欺骗性 （deceptive） 的划分。

可分性上有可分 （separable） 和不可分 （non-

separable）的区别。除WFG2外，其它问题在所有

目标上的特性表现一致。WFG2的前M-1个目标是

单模态的，第M个目标是多模态的。最后，各问题

的Pareto前沿特点也不同。其中，WFG1和WFG2具

有凸面 （convex） Pareto前沿， WFG1具有混合

（mixed）特点，WFG2具有不连续特点。WFG3是线

性（linear）且退化的（degenerate），WFG4-9都是凹

面（concave）。

3.1.3 具有优化困难的超多目标基准测试函数

除DTLZ和WFG测试函数集外， 还有一些目

标可扩展的测试问题集，如LSMOP [18]和MaF [133]。

其中， MaF是2018年国际进化计算会议中超多

目标优化竞赛指定测试函数集， 又称为CEC

2018。 在MaF测试问题集中共有15个测试问

题， 包含对DTLZ和WFG中部分问题的变形，

如Pareto前 沿 倒 置。 此 外， 还 包 含2个 距 离

最小化问题MaF8和MaF9， 以及2个大规模问

题MaF14和MaF15。因此，MaF具有较大的求解难

度，能够很好的检验超多目标优化算法的性能。

另外， Cheng等分析现实多目标优化问题可

能涉及大量的决策变量， 设计出一组大规模多

目标优化问题 [18]。这组问题主要考虑决策变量

和目标数量的可扩展性， LSMOP的决策变量的

维度D默认取值为M*100。此外，为能够验证算

法在不同特点的问题上的性能， 还考虑决策变

量的混合可分性以及决策变量与目标间的非一致
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表 5 各类指标整理

指标类型 名称 作者 年份 是否需要其他参数

多样性
延展性 OS Wu等 2001 好点PG和坏点PB

分布性
SP Zitzler等 2000 -
∆′ Zitzler等 2000 -

收敛性
GD Van等 1999 集合P
Iε+ Zitzler等 2003 集合P

收敛性-多样性 HV Zitzler等 1998 参考集R
IGD Van等 1999 集合P

相关性 [18]， LSMOP中每个问题的特点可见表4。

LSMOP在形态上除单模态和多模态外， 还有类

似WFG2的混合模态（mixed）。在可分性上有完全

可分（fully）、部分可分（partially）以及混合可

分（mixed），Pareto前沿具有线性（linear）和凸面

（convex），但LSMOP9是不连续的（disconnected）。

此外，LSMOP的Pareto集的变量间关系也分为线性

和非线性（nonlinear）。

3.2 性能指标

在多目标和超多目标优化中，最终的最优解

集S需要一定的评价标准衡量好坏。最优解集在某

个指标上的优劣可以从某些方面说明该算法处理某

个或某类问题的性能。下面介绍一些常用指标。

在多目标优化中，评价指标一般基于三个标

准 [134]：容量（capacity）、收敛性（convergence）以

及多样性（diversity）。其中，容量指标体现一个算

法获得非支配解的能力，一般用来记录最优解集中

非支配解的个数或比例。收敛性指标体现最优解

集S与问题Pareto前沿（集合P）的临近程度，即测

试算法能否真正收敛或收敛程度。多样性指标包含

分布性和延展性。分布性衡量分布的均匀性，延

展性衡量在极值点处获得解的能力 [134]。另外，这

些指标在衡量与Pareto前沿的关系时，通常会采用

在Pareto前沿上均匀采样的集合R作为比较对象。

除这3类评价指标外，还有一类评价指标能够

同时衡量最优解集的收敛性和多样性，一般称为收

敛性多样性指标。由于在超多目标优化中非支配解

的比例和数量都非常高，因此几乎不考虑容量指标，

本节不在过多介绍这类指标。此外，表5中给出本节

所列指标的统计信息。接下来，将详细介绍这几类

评价指标。

3.2.1 多样性指标

多样性指标考虑种群的分布情况，包括分布性

和延展性两部分，例如SP [131]和OS [135]等指标；多

样性指标描述最优解集S在目标空间的分布性和延

展性。图9给出多样性指标两个特性情况。

图9中3个子图分别表示不同解集的分布情

况。其中，黑点表示最优解集S中的解，曲线表

示Pareto前沿。图9（a）中的最优解集在目标空间中

的分布性不错，但延展性较差，在两个目标的极值

点处都没有解分布。图9（b）中的解集具有较好的

延展性，能够在极值点（边界）处取得点。但该解

集在Pareto前沿的中间部分却鲜有点分布，分布性

较差。图9（c）中最优解集的分布是一种比较理想

的情况，获得极值点的同时还能够保持良好的分布

性。若算法的最优解集能够达到图9（c）的分布情

况，则可认为该算法平衡多样性的能力较强。

图 9 多样性指标的分布性和延展性特点

∆′指标 [131]是一种描述分布性的多样性指标，

由最优解集S中两两解间的差值计算出来的，公式

表示如下：

∆′(S) =

|S|−1∑
i=1

(di − davg)

|S| − 1
(12)

其中，di表示的是最优解集S中连续解的欧氏距离，

davg表示连续解间的平均距离。从式（12）可以看

出，当所有连续解间的距离都相等（di都固定为一

个值）时，即∆′的值为0时具有良好的分布性。但

在计算指标前，需要对最优解集S中的解先按字典

顺序排序，然后按照连续解的顺序计算距离，不能

直接按照错乱顺序计算两解间的距离。

间距指标（spacing，SP） [131]也是一种分布性

指标。相对于计算两两连续解的距离，SP计算的是

成对解间的最近距离，其公式表述如下：

SP(S) =

√√√√|S|−1∑
i=1

(di − d̄)2/(|S| − 1) (13)
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di = min ∥F (−→si )− F (−→sj )∥ ,

si ∈ S,−→sj ∈ S,−→sj ̸= −→si
(14)

3.2.2 收敛性指标

收敛性指标考虑种群收敛到Pareto前沿的情况，

例如GD [13,136]和Iε+
[137]等。收敛性指标主要是根据

最优解集S中的解到集合P中解的距离来度量收敛

性。其中，世代距离（generation distance， GD）
[13,136]是比较常用的收敛性指标，其数学描述为：

GD(S, P ) =
(
∑|S|

i=1 d
q
i )

1
q

|S|
(15)

其中，距离d表示的最优解集S中的第i个解到集

合P中的所有解的距离的最小值，数学表示如下：

di = min ∥F (−→si )− F (−→p )∥ ,−→s ∈ S,−→p ∈ P (16)

其中， 符号∥.∥ 表示欧氏距离， 所以式 （15）

中的q的取值为2。 此外， 还有两个相似的γ指

标 [13]和M∗
1 指标

[131]将q取值为1。

Zitzler等 [137]在2003年来提出一种Iε+指标，该

指标描述的是，让最优解集S支配集合P所需要在空

间中平移的最小距离，其公式表示如下：

Iε+(S, P )

= inf {∀−→p ∈ P |∃−→s ∈ S : −→s ⪯ −→p + ε}
(17)

其中，Iε+表示的是最小距离，有时也可用乘法替换

加法作为替代的选择。

3.2.3 收敛性多样性指标

这 类 指 标 综 合 考 虑 收 敛 性 和 多 样 性，

是 目 前 最 常 用 于 评 价 算 法 性 能 的 指 标，

如HV [138,139]和IGD [84,136,137]。 在没有决策偏好介

入情况下， 多目标优化中应该首要考虑最优解

集S的收敛性和多样性。目前，已有一些收敛性

多样性指标被提出。如Zitzler等 [138,139]提出超体积

（hypervolume，HV）评价最优解集S与一组预设参

考点形成超体积大小，公式如下：

HV(S,R) = volume(

|S|⋃
i=1

vi) (18)

其中，R表示预设的参考点集合，一般设置为一组

目标函数值较差的向量。从几何性质看，当收敛

性越好时，最优解集S中的点越靠近Pareto前沿，与

参考点集R中形成的超体积越大。当多样性越好时，

最优解集S与参考点集R形成的超体积越大。下面将

用一个2目标问题来简述HV的几何意义。

如图10所示，黑色的点表示最优解集S中的解，

红色的点表示预设的参考点集合，黑色加粗实线表

示Pareto前沿，黑色虚线表示搜索边界。为描述方

便，这里仅设置一个参考点。HV指标的大小就是

由参考点与最优解集S中的解形成的超体积的大小，

即蓝色虚线所包围的体积大小。从几何意义看，当

蓝色区域所包围的超体积越大表示最优解集S的收

敛性和多样性越好。

反世代距离 （inverted generational distance，

IGD）[84,136,137]是另一个较为常用的评价收敛性和多

样性的指标，数学表示如下：

IGD(P, S) =
(
∑|P |

i=1 d
q
i )

1
q

|P |
(19)

di = min ∥F (−→pi )− F (−→s )∥ ,−→pi ∈ P,−→s ∈ S (20)

其中，q = 2，di是集合P中的点到最优解集S中的点

的最小距离。

图 10 HV指标几何意义

在多目标和超多目标算法进行性能测试时，性

能指标是评价算法性能的有效手段，但不同评价

指标间也存在着冲突。以IGD和HV举例，IGD更注

重Pareto前沿采样到最优解集S的距离，HV更注重

最优解集S与参考点集围成的超体积大小。最优

解集S中如果能在极值点处获得解可能更有助于计

算HV指标，但可能在IGD指标上可能表现较差。常

会出现同样2个最优解集，计算出来的HV和IGD指

标后得出的结果不同。这是由于指标的侧重点不

同导致的差异。因此在进行算法性能评价时，常

会选用多个指标综合比较， 同时用非参数检验

（如Friedman检验和Wilcoxon符号秩检验）方法辅助

分析最终结果。从指标定义出发，如果算法的最优

解集能够在收敛性和多样性保持良好的均衡，那么

其在大部分指标上应该都能得出较好的结果。
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表 6 非参数检验下各算法HV指标对比

Indicator M SPEA/R ARMOEA MOEA/D-URAW PICEA-g BiGE

Wilcoxon

3 4/11/7 10/1/11 12/2/8 8/5/9 /
5 3/13/6 11/5/6 11/2/9 5/6/11 /
8 4/12/6 13/6/3 8/6/8 6/13/3 /

10 5/7/10 13/3/6 11/5/6 6/11/5 /
15 4/11/7 13/5/4 11/4/7 10/6/6 /

Friedman

3 1/4/17 6/0/16 10/1/11 3/0/19 /
5 1/6/15 6/2/14 6/1/15 1/2/19 /
8 0/8/14 7/2/13 6/1/15 2/6/14 /

10 0/4/18 8/2/12 8/0/14 2/3/17 /
15 1/4/17 10/3/9 9/3/10 1/4/17 /

表 7 各算法在不同目标下获得最大HV指标的实例数量

M SPEA/R ARMOEA MOEA/D-URAW PICEA-g BiGE
3 2 6 7 3 4
5 1 6 10 1 4
8 0 8 6 2 6
10 1 9 6 3 3
15 0 9 9 1 3

4 超多目标优化应用实例及未来研究分析

本节首先从超多目标优化的应用展开，给出

第1节中提到的部分超多目标优化问题的应用实例，

并对其中典型的算法和问题展开实验分析，以验证

超多目标优化算法在实际应用场景下的性能。其次，

通过以上几节内容的整理和分析，本节还将继续剖

析和预测超多目标优化领域的未来研究热点。

4.1 超多目标优化应用实例

在超多目标优化应用实例中，除对高维目标空

间中收敛性和多样性的平衡外，还有一个重要的目

标是对约束的处理，尤其是不等式约束。一般方法

是采用不等式约束转化等式约束进行处理，约束处

理对超多目标优化应用实例的研究具有深远意义。

图11给出本文整理的超多目标优化应用列表，下面

对这些应用实例展开论述。

4.1.1 一般超多目标优化问题实例

从表1的数据可知，当前对超多目标优化应用

研究不断展开，多项工程优化相关工作中也给出

不同的问题定义和求解方法。以无人机的概念设

计 [140]为例，通过多目标优化角度求解有利于为决

策者提供大量可供权衡的设计方案。针对无人机问

题，在飞机性能和稳定性约束下，有研究 [140]构建

出以起飞总重量、阻力系数、起飞距离、所需动力、

升力系数和续航时间为目标的超多目标优化问题。

并将基于分解的算法与基于种群或元启发式的方法

相结合，采用非支配关系对Pareto前沿估计，使飞机

概念设计问题得到较好的求解。

高速列车的轻量化和结构优化设计是一项工程

设计中必须考虑的要素，有助于节省成本和提高能

效等。就车体结构而言，在满足一些物理特性的情

况下列车保证高速安全的运转，去除冗余结构或优

化整体结构是设计研究的核心问题之一 [141]。姚曙

光等 [142]建立以车体承载结构质量为目标函数的优

化模型，采用约束违反函数构造新的目标函数处理

约束，通过共轭梯度法和最小二乘法等展开求解。

有研究 [141]构建出刚度、强度和质量的多目标优化

模型，采用基于SPMD并行的NSGA-III联合仿真优

化方法求解。相比于传统串行优化方法提高了计算

效率，同时能为决策提供更多可供选择的解。

轨道交通随着城市化进程发展逐渐成为大众

出行的主流方式 [143]，但提高轨道安全性是一项

重要的工作， 能够有效减少人员伤亡和经济损

失 [143]。吸能结构是车头进行能量转换的重要方

式之一，是铁路车辆安全防护系统的重要组成部

分。针对吸能结构的优化设计，Xie等 [144]提出一

种基于代理模型的求解方案。该研究采用多项式

响应面法和Kriging模型作为代理模型，对数据样

本训练得到目标间的响应关系以进行进一步求解。

Peng等 [145]建立吸能结构的有限元模型，然后通

过NSGA-II和多项式响应面法对吸能结构的耐撞性

进行优化。Zhang等 [143]结合多准则决策理论，提出

一种多策略的多目标人工蜂群算法解决能量转换的

结构优化问题。

除以上介绍的工程应用实例外，超多目标优化

算法还被广泛应用于处理各种领域的专业性问题。
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图 11 超多目标应用实例整理

这些应用包括且不限于软件工程领域的自动化模型

转换模块化 [146]、基于搜索的软件工程 [147,148]、软

件测试 [149–151]、软件产品线特征选择 [152]、软件体

系结构重构 [153]等，能源领域的能源采集 [154]、能源

生产调度 [155,156]、配电网重构 [157]等，汽车领域的

混动汽车优化 [158–161]、车载网络安全 [162]、充电安

全 [163]、车辆耐撞优化 [164,165]、车辆电机设计 [166]等，

水资源优化 [167]，建筑领域的结构优化 [168,169]、建筑

能源管理 [170]，以及流水车间调度 [171]等。

最后，还有工作 [172]归纳总结部分经典文献中

的应用实例，并采用约束转化的方式进行约束处

理，由此得到一组关于实际应用的测试问题集，称

为RE测试问题集。在这组测试问题集中包含16个

无约束（通过约束处理）的真实问题和8个带约束

（约束未处理）的真实问题，目标的数量从2到9不

等。从问题定义而言，这组从实际应用中抽取的测

试问题比通过标准函数（如三角函数）构建处理的

基准测试问题（如DTLZ、WFG等）在实际问题的

解决方面具有深远意义。首先，在Pareto前沿方面，

基准测试问题的Pareto前沿较为规则，而真实问题

的Pareto前沿位置且大多数是不规则的，这与RE测

试问题相符合。其次，在问题特点方面，基准测试

问题中部分由函数变换和决策变量约束构建的问题

特征可能不会出现在真正的问题上。而真实问题的

某些特征也可能无法通过这种标准函数的方式进行

构建。因此由以上两点来看，在RE测试问题集上展

开研究对实际问题的求解具有一定现实意义。

4.1.2 其他超多目标优化问题实例

4.1.1节给出部分一般超多目标优化问题实例，

同时，针对1.3节中的其他超多目标优化问题也有

相应案例。Cao等 [173]为提高推荐系统性能以更好

的挖掘物联网中产生的数据，提出了一个以F1测

度、推荐新颖性、推荐覆盖率、客户满意度、地

标相似性和过拟合的6目标优化问题。智能物联网

人机交互产生的数据中许多带位置标签的图像数据

可用于个性化的推荐 [173]，但这些标签的大规模分

布和用户偏好导致其为大规模超多目标优化问题。

该工作采用1.3.1节中提到的问题转化法处理推荐系

统中的矩阵分解模型，在F1测度上得到有效提升。

Prajapati [174]的研究中提出一个以每个软件组件的元

素、系统中总组件、单元素组件、组件间依赖、组

件内部依赖、模块化质量和组件循环依赖为目标的

软件体系结构恢复模型，属于大规模超多目标优

化问题 [174]。将平衡适应度评价、基于质量指标的

适应度评价、模糊Pareto优势和双存档外部存储策

略引入到大规模超多目标粒子群优化算法中进行求

解。此外，Prajapati还将基于网格的超多目标粒子群

优化算法用于处理大规模超多目标软件模块聚类问

题，问题的定义与软件体系结构恢复类似，共包含

类中最大和最小模块差值、类数量、所有类的边界

间和、所有类的内边缘和、模块化质量、源和所有

其他可达类之间的平均最短路径长度以及类的循环

依赖关系7个目标。
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区间超多目标应用中除涉及常规的高维目标和

约束等条件外，还存在一个影响不确定性的区间，

这在现实应用中也普遍存在。Gong等 [45]在目标空

间中引入不精确因子 [47]将汽车驾驶室设计问题转

化为区间优化问题。通过目标转化将原有的9个不

确定性目标转化为2个确定的目标，即超体积和不

精确度。其中，超体积保证问题在收敛性和多样性

上的平衡，不精确度则保证区间的不确定性影响。

并提出一种基于集合的遗传算法在收敛性和不确定

性之间取得有效平衡。Ge等 [46]建立起三维油田检

验任务模型，包含飞行距离、飞行稳定性、无人机

使用数量、到达任务点的时间偏移量和实际飞行距

离与估计距离的误差这5个目标。这些目标取值在

不同上下界区间范围内，也是一个区间超多目标优

化问题。该工作引入物元可拓模型，使优化解集接

近Pareto最优解。此外，通过k均值算法求解初始解

集以提高算法的优化性能和种群多样性，并将果蝇

局部优化算法与遗传算法相结合进行求解。

昂贵超多目标优化问题的实例常存在于工业、

设计等领域的复杂环境中，采用代理模型的方式

训练模型预测评估昂贵的目标。 如原油蒸馏系

统 [175]中需要考虑产品产量和能源消耗这些主要因

素，同时还需要考虑原油变化、柱状溢流（column

flooding）、传热瓶颈和产品质量规格，属于昂贵超

多目标优化问题。Guo等 [176]的一项研究中采用计算

效率高的dropout神经网络取代高斯过程，并提出一

种新的模型管理策略实现收敛性和多样性的平衡。

Han等 [177]构建了一个炼油模型，采用Kriging模型逼

近每个目标函数，并通过填充准则与权重向量和种

群分布信息相结合的模型管理策略平衡收敛性和多

样性。Wang等 [178]将代理模型辅助的超多目标优化

算法用于求解环境领域的Townbrook流域模型 [179]，

将径向基函数代理模型与ε支配相结合，并引入双层

重启机制防止算法陷入局部最优。Hein等 [180]将数

据驱动进化优化的思想引入到具有配电储能和太阳

能光伏的全电动船舶的多目标航线和能力管理调度

问题中。利用LSTM神经网络在环境因素、光伏特

性和作业时间的基础上进行光伏预测，并与NSGA-

II和NSGA-III结合以提高航次和能源调度精度。随

着现实优化问题难度加大，代理模型辅助的进化优

化已逐渐成为研究热点，是一个重要发展方向。同

时，代理模型的应用也不仅限于对昂贵优化问题求

解，在动态优化等问题上的预测能力也会是具有潜

力的发展方向。

总之，超多目标优化问题存在于生活的方方面

面。很多复杂系统中包含大量的目标、决策变量和

约束等条件，都需通过超多目标优化的角度处理。

4.2 超多目标优化算法实验分析

本文第2节中介绍了部分超多目标优化算法，

除基于代理模型的算法是处理昂贵优化问题的方法

外，其他均是处理超多目标优化问题的经典方法。

本节将从实验分析角度出发，选取经典方法中的代

表性算法以及经典测试问题集和几个实际问题进行

实验，从结果中进一步剖析各类算法在具有不同特

点问题上的优缺点。

4.2.1 实验与参数设置

本 节 实 验 主 要 分 为2部 分， 第1部 分 选

取 目 标 可 扩 展 的2个 多 目 标 测 试 问 题 集，

即DTLZ [10]和MaF [133]，这2个测试问题集已在3.1节

进行介绍。整体而言，DTLZ测试问题集的Pareto前

沿较为规则，主要用来测试几种算法在不同问题特

性条件下的收敛性和多样性保持能力。MaF测试问

题集中包含对已有问题（如DTLZ和WFG）的倒置、

真实优化问题、大规模优化问题。因此，第1部分实

验主要分析各类算法在不同问题上的性能表现。

第2部分实验选取几个真实应用作为背景，测

试几个算法在真实应用上的性能。本节主要选择焊

接梁设计（welded beam design，WBD）、减速机

设计(speed reducer design，SRD)、轮系设计（gear

train design，GTD）以及水资源规划（water resource

planning，WRP）问题进行测试。由于对比算法在设

计之初没有考虑对约束的处理，因此将采取最近一

份文献 [172]中的策略将这些问题中的约束转化为目

标处理。主要思想是将约束违反值的总和作为附加

目标函数 [172]，即通过约束转化为目标的形式进行

处理。经过这种处理后，新问题的目标数量会在原

有的基础上加1。

本节实验对算法的性能评估采用收敛性和多

样性指标，即IGD和HV。其中IGD指标越小表示

解集的收敛性和多样性越好，即算法的性能更好，

而HV的结果则是越大越好。另外，对实际问题，

Pareto前沿的情况未知，不能通过对Pareto前沿采样

的形式计算IGD指标。因此，对于实际问题来说，

采用HV指标对算法的性能进行评估。由于HV指标

计算需要提供参考点，本节实验中以各算法在实际

问题上多次运行的结果中选取参考点计算HV指标。

本 节 将 选 取SPEA/R [181]、 ARMOEA [182]、

MOEA/D-URAW [81]、 PICEA-g [97]和BiGE [183]这几
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表 8 非参数检验下各算法IGD指标对比

Indicator M SPEA/R ARMOEA MOEA/D-URAW PICEA-g BiGE

Wilcoxon

3 8/12/2 13/0/9 14/2/6 10/6/6 /
5 6/9/7 20/0/2 19/1/2 12/6/4 /
8 8/9/5 18/1/3 17/0/5 9/9/4 /

10 8/11/3 17/1/4 17/3/2 9/9/4 /
15 5/6/11 17/2/3 17/1/4 15/4/3 /

Friedman

3 0/5/17 7/0/15 10/1/11 8/0/14 /
5 2/2/18 9/0/13 11/0/11 4/0/18 /
8 3/1/18 10/1/11 13/0/9 4/0/18 /

10 0/2/20 10/1/11 14/0/8 3/2/17 /
15 4/1/17 14/1/7 10/1/11 2/1/19 /

个算法作为对比， 分别代表了基于Pareto、 指

标、分解、偏好+协同进化以及目标降维这几类

算法。 对测试问题的目标数量M分别设置为3、

5、 8、 10和15， 各目标数对应的最大函数评估

值为M ∗ 104/2。 各目标数量对应的决策变量维
度D如下， DTLZ1为M + 4， DTLZ2-6为M + 9，

DTLZ7为M + 19。 MaF测试集对应的决策变量

数设置为： MaF1-6为M + 9， MaF7为M + 19，

MaF8-9为2，MaF10-12为M + 9，MaF13为5。此外，

MaF14-15是大规模优化问题。将决策变量的维数分

别设为64、 106、 169、 213和322。各目标数下所

有问题的种群规模N均设置为100，并进行30次独

立运行。对实际问题，由于目标数量和决策变量

的数量是恒定的，所以仅将最大函数评估值设置

为M ∗ 104/2。最后，本节实验所用的环境如下：软
件版本为MATLAB2020B和PlatEMO4.0，操作系统

为Windows 10，CPU为R7-4800H。最后，本节实验

中所有对比算法和测试问题集采用基于MATLAB的

进化多目标优化平台PlatEMO [184]的开源代码。

4.2.2 测试函数实验结果与分析

本节将对五个算法在DTLZ和MaF的22个测试

问题上进行对比实验，在5种不同目标维度上进

行检验。表6-9给出几个算法在测试问题上获得

的HV和IGD结果。由于篇幅限制，本节对这2种指

标的非参数检验结果和各算法获得的最优指标结果

的个数进行展示。

从表6和表8分别给出了HV、IGD的Wilcoxon和

Friedman测试结果， 每个单元格中的3个数值依

次表示这一列对应算法的结果明显优于/明显劣

于/相似于最后一列的算法（即BiGE）。BiGE是一

个仅针对超多目标优化问题设计的算法，因此作

为所有算法的对比对象。 从非参数检验的结果

来看， ARMOEA和MOEA/D-URAW的性能明显优

于BiGE， PICEA-g的性能与BiGE近似。表现较差

的是SPEA/R，性能表现差于BiGE，尤其是在目

标数量增加时，这种性能上的差异被逐渐拉大。

在8和10目标情况下，甚至没有在任何的实例上

的Friedman测试结果优于BiGE。这些非参数检验结

果也与表7和表9的算法得到最优解个数相对应，其

中ARMOEA和MOEA/D-URAW获得最多的最优结

果，PICEA-g和BiGE近似，SPEA/R则最少。

从测试问题的实验结果中能够得出如下结论：

BiGE作为一种基于目标转化的超多目标优化算法，

将收敛性和多样性作为新的2目标问题进行处理。

目标之间的转化提供了处理高维问题的有效思路，

但是需要考虑转化后的目标空间分布与原问题的

差异。在这组测试问题实验中，问题的Pareto前

沿基本都是比较规则的形状。 因此， MOEA/D-

URAW这种基于参考点的算法能够更好的进行处

理，但MOEA/D-URAW在具有复杂Pareto前沿问题

上的性能需要进一步验证。ARMOEA是一种基于

指标的算法，因此受到目标数量的影响较小。且

因为Pareto前沿的规则性，ARMOEA在高维目标测

试问题上的性能表现也很好。另外，从获得的最

优解个数来看， PICEA-g虽然略优于SPEA/R，但

两者的整体表现不如其他三个算法。这是由于基

于Pareto的SPEA/R在高维目标中的性能缺少导致，

PICEA-g则可能是因为协同进化在复杂的高维目标

中不如低维空间更有效。此外，原始结果中也展

示出SPEA/R随目标数增加性能出现下降的问题，

其他4个算法则基本没有出现较大的波动。最后，

对5个算法得到的同一组解集，HV和IGD结果也给

出不同的性能描述，这也表现出2种指标在衡量收

敛性和多样性上的侧重点不同，后续进行性能评估

时也需注意。



18 控 制 与 决 策

表 9 各算法在不同目标下获得最大IGD指标的实例数量

M SPEA/R ARMOEA MOEA/D-URAW PICEA-g BiGE
3 2 6 9 2 3
5 2 8 7 5 0
8 3 5 11 2 1
10 0 8 11 2 1
15 2 8 6 5 1

4.2.3 实际问题实验结果与分析

本节将对焊接梁设计问题、减速机设计问题、

轮系设计问题以及水资源规划问题这几个应用实例

展开讨论，进一步对比5个代表性算法在实际应用

上的性能表现。每个算法的最终解集用来进行对比

展示，并通过HV指标进一步比较。由于水资源规划

拥有6个目标因此采用平行坐标系进行展示。

由表10的HV结果可知， SPEA/R、ARMOEA、

MOEA/D-URAW和PICEA-g的 性 能 表 现 均 优

于BiGE。 SPEA/R在这组实验中的表现优于测试

问题，除了自身参考方向法的作用外，也与目标

数量相对较少有关。 从SPEA/R在水资源规划这

个超多目标优化问题上得到最小的HV结果也能

看出， SPEA/R依然会受到目标数量影响。另外，

ARMOEA和MOEA/D-URAW在具有不规则甚至离

散Pareto前沿的真实问题上表现依旧不错，也证明

基于指标和基于随机自适应参考向量的算法在解决

实际问题上的应用前景。最后PICEA-g在轮系设计

问题以及水资源规划问题取得最优的HV结果，在减

速机设计问题的性能表现也不错。但PICEA-g在焊

接梁设计问题上表现最差，原因可能为PICEA-g在

处理具有某些特殊性质的Pareto前沿的问题时表现

不佳，下面将通过对每个算法得到的非支配解在目

标空间的收敛性和多样性情况展开分析。

针对真实优化问题的Pareto前沿，由于对约束

进行目标转化，所以本节主要参考之前研究 [172]中

给出的Pareto前沿示例作为参考。图12-15分别给出

了5个代表性算法在焊接梁设计问题、减速机设计

问题、轮系设计问题以及水资源规划问题上得到

的非支配解集。每个图中的（a）到（e）分别代

表SPEA/R、ARMOEA、MOEA/D-URAW、PICEA-

g和BiGE的解集在目标空间中的分布情况。

首先对焊接梁设计问题而言，各算法得到的

非支配解集差异较大。其中， BiGE能够得到一

组2部分均有分布的非支配解集，其他算法仅能

得到其中一部分。从这一点来看，BiGE的性能反

而最好，缺点为多样性较差，分布不均匀。此

外， SPEA/R和PICEA-g仅得到其中一部分Pareto前

沿上的解，但PICEA-g得到的解集多样性明显好

于SPEA/R。ARMOEA和MOEA/D-URAW则正相反，

得到另外一部分Pareto前沿的解，且分布不均匀。

各算法在减速机设计问题上都得到收敛

性较好的解集。 其中， SPEA/R、 MOEA/D-

URAW和BiGE获得的解集能够得到3部分Pareto前

沿上的解， 但多样性表现差异较大。 MOEA/D-

URAW得到的解集在多样性方面的表现最好，每一

部分都保持着良好的多样性。BiGE相对SPEA/R具

有更好的多样性，但两者整体多样性表现都不好。

这种多样性上的分布能力也导致SPEA/R和BiGE取

得的HV指标结果相对较差， 甚至低于仅在2部

分Pareto前沿上找到解的ARMOEA和PICEA-g。作

为对比， ARMOEA和PICEA-g的HV结果虽然优

于SPEA/R和BiGE，但两者对解的寻优能力稍差，

分别缺失1部分Pareto前沿上的解。ARMOEA虽然在

其中1部分中找到一个边界解，但多样性很差。

轮系设计问题具有离散的Pareto前沿，可以从

另一方面考验算法性能。在这5种代表性算法中，

ARMOEA、MOEA/D-URAW和PICEA-g得到的非支

配解集在收敛性和多样性上性能表现优秀，均能得

到3部分Pareto前沿上的解。在这三者中，MOEA/D-

URAW的解集多样性略差于ARMOEA和PICEA-g，

但三者均在其中一部分Pareto前沿上找不到边界解。

此外，SPEA/R和BiGE得到的解集在收敛性和多样

性上的性能低于其他3个算法。SPEA/R的解集分布

性较差且存在部分未在Pareto前沿上的解，BiGE则

仅在其中一部分Pareto前沿上搜索到解，整体多样

性较差。

由于水资源规划问题涉及高维目标空间，因

此用平行坐标轴展示。 这组实验中， 5个代表

性算法的收敛性差异不大， 仅在多样性上存在

一定差异。 PICEA-g所得解集在多样性上表现最

好， 线条相对更为密集。 ARMOEA、 MOEA/D-

URAW和BiGE这3个算法在多样性上表现很近似，

而SPEA/R在多样性上明显低于其他几个算法，平行

坐标轴的解集收敛和分布情况也与HV指标的结果

一致。
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表 10 各算法在实际问题上得到的HV指标

Problem M SPEA/R ARMOEA MOEA/D-URAW PICEA-g BiGE
WBD 3 9.9866e-1 (2.20e-4) + 9.9566e-1 (1.73e-3) - 9.9214e-1 (8.61e-3) = 9.9147e-1 (4.88e-3) - 9.9731e-1 (3.72e-4)
SRD 3 2.9517e-1 (3.64e-3) - 3.1220e-1 (3.38e-4) + 3.1270e-1 (1.53e-4) + 3.1079e-1 (7.92e-4) = 3.0855e-1 (5.22e-3)
GTD 3 4.7292e-1 (3.95e-3) + 4.8190e-1 (4.42e-4) + 4.8163e-1 (7.98e-4) + 4.8204e-1 (7.31e-4) + 3.9796e-1 (2.80e-2)
WRP 6 2.0446e-2 (3.93e-3) = 2.6979e-2 (1.36e-3) + 2.6541e-2 (4.65e-3) + 3.1813e-2 (1.26e-3) + 2.1421e-2 (3.70e-3)

+/-/= 2/1/1 3/1/0 3/0/1 2/1/1

图 12 各算法在焊接梁设计问题上得到的非支配解

集；（a）SPEA/R；（b）ARMOEA；（c）
MOEA/D-URAW；（d）PICEA-g；（e）BiGE

图 13 各算法在减速机设计问题上得到的非支配解

集；（a）SPEA/R；（b）ARMOEA；（c）
MOEA/D-URAW；（d）PICEA-g；（e）BiGE

图 14 各算法在轮系设计问题上得到的非支配解集；（a）
SPEA/R；（b）ARMOEA；（c）

MOEA/D-URAW；（d）PICEA-g；（e）BiGE

图 15 各算法在水资源规划问题上得到的非支配解

集；（a）SPEA/R；（b）ARMOEA；（c）
MOEA/D-URAW；（d）PICEA-g；（e）BiGE

综合整体实验结果看，对所有问题，没有一个

算法能够在收敛性和多样性上性能完全优于其他算

法，但是对所选择的4个真实问题都可以选择出至

少一个算法获得较好的非支配解集。从这一点看，

针对问题的特点选择一个合适的算法是一件有意义

的事情，但同时也较为难处理，目前常规手段是将

多种算法集成到一个求解器中，然后根据专业人士

的经验或偏好选择合适的解集或部分解集。

5 前沿问题与研究展望

5.1 前沿问题

当前超多目标优化领域还存在一些处理不够充

分的问题有待进一步研究，现有工作中虽给出部分

解决方案，但仍需进一步探索。下面将对这些前沿

问题和现有方案进行讨论。

（1）多样性与收敛性平衡：平衡最终解集的收

敛性与多样性是多目标和超多目标优化中的核心问

题。但因超多目标优化中包含更多冲突的目标使传

统方法难以应用于高维目标空间搜索。现有算法中

如膝点引导、网格支配、目标转化等策略已被广泛

应用于处理超多目标优化中的收敛性与多样性平衡

问题。但仍需进一步发展相关方法以更好的保证二

者平衡，尤其是既定策略如何适配到更多不同类型
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的问题。

（2）复杂Pareto前沿处理：对超多目标优化

问题尤其是一些实际问题而言， 不同问题之间

的Pareto前沿形状差异可能很大。例如，测试问题

集DTLZ中的各个问题存在着局部、断裂、退化等

形状的Pareto前沿。这种Pareto前沿形状的复杂性在

真实问题中更为常见，例如4.2节实验中使用的实际

问题中还存在着离散的Pareto前沿。就此而言，常

规方法如基于分解的算法中使用的参考向量可能不

能保持较好的性能。虽然现有的策略中如动态分

解、参考向量自适应等策略被广泛的应用，但对复

杂Pareto前沿的统一处理仍需要进行大量工作。

（3）约束处理：多约束是处理真实问题时必须

要额外考虑的重要特点。目标函数仿真是基础，可

行域的约束才是求解实际问题时的难点。现有的约

束处理技术如罚函数、约束违反程度等还都存在着

一定的局限性。有部分工作采用可行区域与不可行

区域同时搜索保证解集多样性的策略。但想要真正

把控好约束的处理仍有很长的路要走，这也是使算

法服务于真实问题的重要保障之一。

（4）代理模型设计：处理昂贵超多目标优化问

题时，代理模型的设计主要存在以下问题：①如何

有效设计超多目标优化问题中的机器学习任务；②

如何有效选择适合的机器学习模型进行训练；③处

理其他特点如大规模、区间变量、多模态等问题时

如何更好的保证代理模型的有效性。近期工作中有

采用多个分类模型处理大规模超多目标昂贵优化问

题，相比回归模型具有更好的泛化能力。但机器学

习任务设计、模型选择等方面问题处理仍需要广泛

研究。

5.2 研究展望

随研究不断展开，纯粹以多目标或超多目标优

化算法改进为目的的理论性研究已基本不是当今研

究的主体，更多复杂性的问题以及实际问题的求解

逐渐成为研究主流。算法的研究本就是从简单的问

题出发逐渐复杂的过程，算法的最终目的也是为了

服务于真实问题求解。结合本文的统计数据及前沿

问题，当前主流的研究方向如下：

（1）大规模超多目标优化：大规模进化优化中

主要涉及高维的决策变量，与现实世界问题中多目

标和高维相匹配，现有实际应用研究中存在输入变

量非常多的问题，在这类问题的搜索中，达到全局

最优非常困难。因此，在这个背景下的研究将对具

有高维决策变量特点的问题求解具有现实意义。

（2）代理模型辅助的昂贵超多目标优化：对于

昂贵问题，目标值的求解速度和成本代价较大。常

见如CFD仿真模拟求解需要消耗大量时间，因此通

过建立起代理模型进行有效的预测是一项有意义且

有效的工作。现有代理辅助超多目标进化算法大致

可分为基于回归和基于分类的两类算法。但对昂贵

超多目标优化问题中的机器学习任务，模型选择不

应做这种详细的划分，多种模型的合理结合是一种

有效手段。当前代理模型辅助的超多目标进化算法

已经逐渐发展起来，可以作为一个重点攻克方向。

（3）超多目标实际应用：正如前沿问题中所叙

述，算法最终要服务于实际应用才有意义。但这正

是最为复杂的研究内容。从业务的角度讲，实际应

用的模型构建等可能需要不止一个领域的专业理论

知识。从技术的角度讲，问题的处理也不仅仅依赖

于单独的学科，需要多个学科交叉融合发展。因此，

两者有效结合才能够进行有效的仿真和高效的问题

求解。另外，实际问题的求解也绝不会如理论性研

究中表现的简单。除对约束的处理，还需要考虑解

的选择问题。例如，一般由专家在最优解集选取能

够适应真实场景偏好的解。但这样需要消耗一定的

人力或时间，是否可以考虑根据实际场景的偏好构

造出一个或一类通用的专家系统，辅助算法完成运

算后自主的智能化决策。再者，当前利用决策偏好

信息得到Pareto前沿上部分解集的方法是否有助于

解的选择，或者能否开发出一种偏好的启发方式去

满足专家的切实需求，都可做出进一步研究。最后，

加强问题导向有助于处理实际应用，向群智能进化

的方向发展 [185]。

（4）高维目标空间可解释性：正如4.2.3节中对

水资源规划问题的实验，采用平行坐标轴对高维目

标空间中非支配解集的观测不直观且可能带来判断

的误差，尤其是对解集多样性的分析限制较大。因

此，对高维目标空间的可解释性研究仍是一个具有

重大意义的方向。当前有工作展开对高维目标空间

的可视化研究，如3D-RadVis等 [120,121]。但未来对高

维目标空间的可解释性工作仍需进一步展开，以更

好的挖掘高维目标空间的特征指导算法有效改进。
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